( RÓWNANIU RÓŻNICZKOWÓW 


Xdx + X dxi — Xydxa -— ..... + X,dx, = 0 


CAŁKOWALNEM PRZEZ JEDNO RÓWNANIE PIERWOTNE. 


PRZEZ 


Wzapyszrawa fAJACZKOWSKIEGO 
6 


(Przedstawiono na posiedzeniu Towarzystwa d. 18 lipca 1874 r.), 


1. Równanie różniczkowe rzędu i stopnia 4? pomiędzy n + 1 zmiennemi. 
ę 


(1) Xdz + Xydzy + X,dz, +... + X„dzn =0, 


w którćm współczynniki X, X, X,... Xn, są funkcyami wyraźnemi zmiennych Z, £, £;..., £n, jest całko- 
walnćm przez jedno równanie pierwotne jednę stałę dowolną zawierające, jeżeli jego spółczyn- 


niki czynią zadość pewnym warunkom, zwanym warunkami całkowalności. 


Jakoż, piszmy równanie (1) pod postacią : 


(1bis) g=— de, — dz, — AS —Ñ*de, 


i dajmy, że równanie pierwotne 
(2) FG; Da taies a y= 0 


ze stałą dowolną C jest jego całką ogólną. Jeżeli wtedy z równania (2) wyznaczymy & przez £ £y 
C i wartość otrzymaną 
(2bis) | L= (Ly Cya. Ty, C) 

ART. IV, 4 


http://rcin.org.pl 


POKE 


2 PAMIĘTNIK TOWARZYSTWA NAUK ŚCISŁYCH W PARYŻU. — TOW VI. 


podstawimy w równanie (1*is), mieć będziemy tożsamość; będzie więc : 


(3) 


=="! NZEB M. 


a przeto także : 


d X; Xi J Í Z 
sz(x') .()=* 1=1,2,..n—1, ik Zn, 


daz|X) dz, X 


albo, ponieważ należy teraz uważać zmiennę z jako funkcyę ilości £, Xa; ... £y, 


(X z: XA: d (X (X dE_5 
cz (X LAX dex LNX] dzlXJG ` 
E > : ; OD AŻ A 
Wykonawszy wskazane różniczkowania cząstkowe i podstawiwszy tasm iy wartości podane 
OTL; Tk 


we wzorze (3), otrzymamy wyrażenie : 


X, 0X > (0X, z) ND. dX; 
EN - e ». €| [PE X. | > SS|==$0, 
(4) 4 (= dTi ) dj ( NĄ Tk R) X; (= dr ) $ 


\ 


i=1,2,...n—1, i<kZn. 


Wyrażenie to powinno stać się tożsamością, gdy w nićm podstawimy za z wartość (295); a że rze- 
czone podstawienie wprowadza stałę dowolną C, równanie więc (4) powinno być tożsamościowóm 
także przed wykonaniem podstawienia. 


A zatém : « jeżeli równanie (1) jest całkowalnóm przez jedno równanie pierwotne, wtedy spółczyn- 


niki X, X,, ... X, muszą uczynić zadość i n(n— 1) warunkom całkowalności (4)». Warunki całkowal- 


ności (4) można symbolicznie pisać pod postacią wyznacznika : 


X, Xi, Xr, 


(Abis) dX, dX; MX, [=0, i=1, 2u n— 1, i<k<n. 
| a, Fa 
Ja” az; dry” 


Jeżeli równanie (1) przywiedziemy do postaci : 


(6) * de => X, day, 


ił 
natenczas warunki całkowalności przywiodą się do postaci : 


Xi dX JXĘ $ Za 
7) BR 0 NE RE , i=1,2..n—1, i<k<n. 
JT ; = 


dek da; NE 


Wynalezione dopiero warunki całkowalności, znajdujące się już u Eulera (/nstitutiones calculi inte- 
gralis, vol IIi, str. 4 i następne), są nie tylko konieczne, ale także wystarczające ; albowiem, gdy są 
dopełnione, może być całka ogólna równania pod postacią jednego równania pierwotnego z łatwością 


wynaleziona. 
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2. Według sposobu podanego przez Eulera (/oco citato), sprowadza się całkowanie równania (1) lub 
(6), gdy warunki całkowalności są dopełnione, do całkowania n równań różniczkowych rzędu 4° mię- 
dzy dwiema zmiennemi. 


Jakoż, uważając ilości £... c, jako stałe, równanie (6) sprowadzimy do następującego : 
(8) ds = X dri 
między dwiema zmiennemi z, 2,. Niech 
(9) K(0, 0; Tąccady | >0 > 
będzie równania (8) całką ogólną, a przeto niech będzie tożsamościowo : 
(10) b z baj 

©, r 

Ponieważ przy tém całkowaniu uważaliśmy ilości £, ... c, jako stałe, stałę więc całkowania c na- 

leży uważać jako funkcyę dowolną ilości 7,,... £a 


Otóż, gdy warunki całkowalności są dopełnione, możemy tę funkcyę dowolną tak wyznaczyć, że 
równanie pierwotne (9) czynić będzie zadość danemu równaniu różniczkowemu (6). 


Różniczkując w tym celu równanie (9) względem wszystkich zmiennych i z otrzymanego równania 


de=" de + dz, +3 zde, + .. + Lan, 


or Tn 


rugując vi de za pomocą (9) i (6), otrzymamy na wyznaczenie ilości c równanie różniczkowe 
następujące : 


albo ponieważ według (10) L+ yia = 0; 


U/Y „0 
= = Seid 
(41) de= Dhati Sa OXis 
Ażeby jednak z równania (11) można było wyznaczyć c, jako funkcyę ilości £, ... £n, spółczynniki 


d . . . . r . . 
Lin b , po wyrugowaniu z nich z za pomocą (9), nie powinny w sobie zawierać także zmiennćj £, 
OT: NA 
co według znanego twierdzenia Jacobiego o wyznaczniku funkcyjnym miejsce mieć będzie, gdy zacho- 
dzić będą tożsamości następujące : 
Sf 0 s af +X, df 

0x (du; RY” 
(12) =0, t=2,.0. 


d 3 ; 
Rozwijając napisany dopiero wyznaczniki uważając, że według TON L=—x, , mieć będziemy po 
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; ap AR 
opuszczeniu wspólnego czynnika — : 
y dr 


d X : Na +08 of [XXi -Xi 
f +X, Ean (6 a (bej + Miz) =, 


WOJ 


różniczkując zaś tożsamość (10) cząstkowo względem «;, i z i uważając że : 


f gA 
Jada," "mda dwdz” 
Wi yf aX, 
NERY, DA dac" 


czyli 
X, 0X, 


równanie, które jest tożsamościowóm, jest ono bowiem jednym z warunków całkowalności (7). 


Równanie (11) zawierać będzie tylko n ilości zmiennych c, £s... £n, a nadto, ponieważ wyprowadzi- 
liśmy je z równania danego (6) przez wprowadzenie zmiennych c, 2, £... 2n, zamiast zmiennych 
L, Dy, +... Lay Wprowadzenie zaś nowych zmiennych nie zmienia natury równania, spółczynniki 
więc równania (11) dopełnia warunków całkowalności analogicznych warunkom (7); a zatóm równa- 
nie (11) będzie także całkowalne przez jedno równanie pierwotne. 

Postępując z równaniem (11) tak samo, jakeśmy postąpili z równaniem daném, otrzymamy inne 
równanie całkowalne, zawierające już tylko n — 1 zmiennych, i t. d. 

3. Sposób wyłożony w artykule poprzedzającym, jest w tém niedogodny, że każde następujące ró- 
wnanie, do którego sprowadza się całkowanie równania danego, może być utworzone dopićro po 
zeałkowaniu wszystkich poprzedzających równań. Tę niedogodność można usunąć, gdy zamiast całki 
ogólnćj szukać będziemy całki nazwanćj przez Jacobiego (Crelle Journal, tom XVII) główną, t. j. gdy 
za stałę całkowania brać będziemy wartość początkową zmiennćj zależnćj, czyli wartość dowolną, 
którą zmienna zależna przyjmuje przy wartości szczególnćj na zmiennę niezależną. 

Jakoż, oznaczając przez x” wartość dowolną, którą według (9) zmienna zależna vw przyjmie, jeżeli za 
zmiennę niezależną ©, podstawimy jakąś wartość szczególną z,” (np. 0), mieć będziemy : 

Ls dy GSG) Z 
a przeto także 
KŻ GC w GJZJIC A Wo LAJIZO, 
zkąd : 
(13) Z = ly Ty, cae Tu, 2) 


Uważając teraz 2” jako funkcyę dowolną ilości 24, £y... c, i podstawiając na © wartości (13) w ró- 
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wnaniu (6), otrzymamy na wyznaczenie tćj funkcyi <° równanie : 


albo, gdy podzielimy przez jg | zauważymy, że X, — Da 0, gdyż z= jest całką równania 
U 


dx= X, de,; równanie następujące, 


(14) da = M 


Równanie (14) nie różni się niczém od równania (11), spółczynniki więc jego, po wyrugowaniu 
z nich zmiennćj «© za pomocą równania (13), nie będą wsobie zawierały także zmiennój z,. Wiedząc, 


to, możemy w równaniu (14) podstawić 2, = x. A że wted A: A 4 A 3 lyż dla 
żemy w równaniu odstawić z, = zy”. A że wtedy =—=1,a>=——= 0, gdy: 
, I 1 1 y dl da” f AL; JL; : 8 : 


2, = 1’, jest z =ę= 2°; jeżeli więc oznaczymy przez X,” wartość, którą spółczynnik X; przyjmie, 
gdy w nim podstawimy z, =x,” ar = 4’, równanie (14) zamieni się na następujące : 


(15) 


Postępując z równaniem (13) tak samo, jakeśmy postąpili z równaniem (6), t. j. oznaczając znowu 

3 MG manisiź która 1% nrzyimi PELI fa cóś i ść szczególna c", all 
przez z =x" wartość, którą x% przyjmie, gdy zamiast z, podstawimy wartość szczególną x, albo 

, calej Ę . . NEM . ro + 0? tę 
którą przyjmie z, gdy zaw, i a, podstawimy æi gy”, tudzież oznaczając przez X} =X/ wartość, 

> . . r . > . . 2 . . 
którą przyjmie spółczynnik X, gdy w nim podstawimy tı = szy, q= x}, r=u*, przywiedziemy 
wtedy równanie (15) do następującego : 


(16). 


1. AR 


SET ia — , ET ó 
A zatém, jeżeli oznaczymy ogólnie przez z™®™* wartość, którą æ przyjmie gdy za Bp dzy WYŁ, 
. . . —j te , : 
podstawimy odpowiednio 2”, c, ...2%,_, a przez X,” wartość spółczynnika X; dla z, = G mat 
v 1:7 2) P=t 1 1 
zć | Y sj . . . . . , 
”—, wtedy równania pomiędzy dwiema zmiennemi, które celem otrzy- 
D v , . 
mania całki ogólnój równania (6) należy całkować, wyrażą się pod postacią : 


=p 0 ył pzm pł. 
MĄ=J, ee; D pa ZZ p—1y T= 


(4) da” =X Pdr, p=, 2, ... n; 


jeżeli bowiem wynajdziemy tych równań całki główne i pomiędzy temi całkami wyrugujemy n — 4 


. : 2 p= 
NOSL A, Drgas 


A otrzymamy równanie pierwotne kształtu : 
(18) FZ Zydzi ZZ, 
w którém 4% jest stałą dowolną. 


Uproszczenie tu wyłożone podał Natani (Crelle Journal, tom LVII, str. 304). 
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4. Z równania (15) czytamy bezpośrednio, że jeżeli 

KP =; ta sh, 

wtedy dx? =0, a zatém x° = stałéj. W tym przypadku równanie (13) będzie całką ogólną równania da- 
nego (6), a przeto dla jćj otrzymania wystarczy całkować tylko pierwsze z pomiędzy równań (17). 

Do tego przypadku, pozornie bardzo szczegółowego, można zawsze sprowadzić równanie (6) przez 
stosowne przerobienie. 

Jakoż, wprowadźmy do równania (6) za 2,, 7,, ... Ln nowe zmienne y4, Ys ++» Yn ZA pomocą pod- 
stawień : 
(19) L= TP + (4 — Y) Yo Ya e Yn) €=1,2,...n, 
w których z; i y,” są wartości szczególne ilości z, ty, a xi oznaczają funkcye zmiennych y5, Yos ++. Yn 


pomiędzy sobą niezależne, tedy otrzymamy nowe równanie : 


h=n 


(20) de= X Yn dyn, 
h=1 
gdzie ogólnie 
| t=n NEA 
Oyi 
Ga >, X; x +W—W) zy, 
= 1 
(21) 
i=n WA Sh 
n= D nN k>t. 


To zrobiwszy, jeżeli zcałkujemy równanie między dwiema zmiennemi z i y, 
(22) de= Y, dy, 
i jako stałę całkowania wprowadzimy wartość dowolną a", którą przyjmuje z dla y,=y,, wyznacze- 
nie ilości z” jako funkceyi ilości y,, ..., yn sprowadzi się do całkowania równania : 


(23) de= Y Yr’ dyn 


gdzie Y, oznacza wartość, którą Y„ przyjmie gdy za £, 41, podstawimy odpowiednio 4° i 44°; a że 
według (21) Y}? =0, jeżeli tylko wartości szczególne <’, 0, „1. Lp? tak są dobrane, aby spółczynniki 
X, pozostały skończonymi i wyznaczonymi, równanie więc (23) przywodzi się do 


(24) da” =0, zkąd a” =stałćj, 


Widzimy więc, że całka równania (22) będzie oraz całką równania (20), przywróciwszy zaś w téj 
całce zmienne pierwotne, otrzymamy całkę danego równania (6). 


Prościćj postąpimy przerabiając równanie (6) za pomocą podstawień, 
(25) q=y, i =u (yY y) >, 
a jeszcze prościej, gdy celem otrzymania równania (22) położymy 


(26) G= Y, w=ah 1, 
gdzie a, są spółczynniki stałe. 
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Tego ostatniego podstawienia nie można użyć, jeżeliby w skutek tego spółczynniki X; stawały się 
nieskończonymi lub niewyznaczonymi dla £, = £, =... = z, =0, jak to wypływa z teoryi ogólnćj. 


Sposób tu wyłożony podał najprzód Du Bois-Reymond (Crelle Journal, tom LXX, str. 299-343) 
z małą odmianą; rozwinął go i zastosował do układu równań jednoczesnych kształtu (6) A. Mayer 
(Mathematische Annalen, tom V, str. 448-470) jako tóż piszący; nim znaną mu była praca Mayera. 


Weźmy pod uwagę np. równanie : 


1 "TDI UT, + cdz 
= l. delr p y 1 Vdu , 
du =y m j % + Vde, re c) d£, + a RE 5 


do którego sprowadza się wynalezienie rozwiązania zupełnego równania o pochodnych cząstkowych 


) À ; de dE _ dz 
£= py, Pa P gdzie p, "= E 
2 3 


Podstawiając 
Ty =, L= bk, 
otrzymamy równanie między dwiema zmiennemi, 


da e (+ WA) Ve, + C,» 


dzy 2(T4 + c; 


którego całką ogólną jest 


AM y 
© ZEGNA, + 0, + az, V2e(z, + 6) + bz, CEC” = e; 


C 
a gdy podstawimy na powrót az, = £, be, = £, mieć będziemy 


57 a TOET, 
= Vz, + (y + Tą V2e(e; + 04) + T3 y IRL A 1) , 


całkę ogólną równania danego. 

5. Prócz całki ogólnćj, zawierającćj jednę stałę dowolną, posiada uważane równanie niekiedy tak 
zwane rozwiązania osobliwe, przez które rozumiemy takie całki, które nie zawierają stałćj dowolnćj i 
nie mieszczą się w całee ogólnćj, t.j. nie dają się otrzymać z całki ogólnćj przez podstawienie jakićjś 
wartości szczególnćj za ilość stałą dowolną. 

Wyobraźmy sobie dane równanie pierwotne pomiędzy n + 1 zmiennemi £, Liy £,,... Ln, zawierające 
jednę stałę dowolną i rozwiązane względem jednój lecz którćjkolwiek zmiennćj 


(1) T= i oh NA NA 
Różniczkując to równanie, i rugując z tak otrzymanego nowego równania 

i=n 

(2) dr= T f(e)dz; 
i=l 

stałę dowolną C za pomocą równania (1), mieć będziemy równanie różniczkc we : 

ian 

G x 

(3) d= p> Xidtn 
:= 


któremu czyni zadość (1) jako całka ogólna. 
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Wypadek rugowania nie zmieni się, gdy uważać będziemy ilość C jako zmiennę, byle tylko w sku- 
tek tego uważania postać równania (2) nie zmieniła się. Atoli, różniczkując równanie (1) w założeniu, 
że także ¢ jest ilością zmienną, otrzymamy 
i= i oj JC 

E 


de= Ñ f(z) dz, + f(C) = dzi, 


dri 
a zatém powinno być 


dM 
f' (0) =0, lub ję =. 


Ztąd wnosimy, że równanie (1) nie przestanie zadość czynić równaniu różniczkowemu (3), jeżeli za 
C podstawimy w nićm wartość wypływającą z równania (4). 


Jeżeli ta wartość na C jest stałą, mieć będziemy całkę szczególną, jeżeli zaś rzeczona wartość bę- 
dzie funkcyą zmiennych £y, ... ©, nowa całka będzie wtedy rozwiązaniem osobliwćm. 


Rozwiązanie więc osobliwe równania (3), którego całką ogólną jest (1), otrzymamy przez wyrugo- 
wanie stałój dowolnćj © między równaniami : 


(š) E E E ENTE ©), 


W przypadku, gdyby dane równanie posiadało rozwiązanie osobliwe, niezawierające w sobie 
zmiennéj z, co łatwo może się zdarzyć, natenczas należy całkę ogólną rozwiązać względem innćj 
zmiennćj 
(3) Tift, 2, DZ ZR ©) 


i wyrugować z nićj © za pomocą równania, 


dti 
(1) IG =D, 
Jeżeli całka ogólna dana jest pod postacią, 

(8) i F (1,2, Zą. . + 2n) =0, 
natenczas, ponieważ, 

dF 

Jr IE 

(9 109 E 9 
(9) zę =— po 1=0,1,2...n, 

dti 


ae TAa ADE 
(10) R=0< 36 =0, 
albo tóż między równaniami, 
s „dE 
(1 1) F=0 M Je = ©; 
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w każdym jednak razie należy sprawdzić, czy rzeczywiście warunek zasadniczy jest dopełniony, t. j. czy 
(12) FE =0, i=1,2...n. 


Aby się przekonać, czy jakaś całka, niezawierająca w sobie stałćj dowolnćj, jest lub téż nie jest 
rozwiązaniem osobliwóm, dość tylko z całki ogólnćj wyrugować jednę zmiennę za pomocą całki ba- 
danćj. Jeżeli wartość na G z wypadku rugowania wypływająca jest funkcya pozostałych zmiennych, 
wtedy całka badana będzie rozwiązaniem osobliwóm. 


Związek między całką ogólną a rozwiązaniem osobliwóm podał najprzód Lagrange (Leçons sur le 
calcul des fonctions), ograniczając się jednak uwagą równań różniczkowych z dwiema zmiennemi. 
6. Rozwiązanie osobliwe można rozpoznać bez uprzednićj znajomości całki ogólnćj opierając się na 
twierdzeniu następującóm : 
i==ń 
zs . ? < TEF 3 a 3 è 
« Jeżeli y = y (£, £i, «+ e, Sn) =0 jest całką równania różniczkowego dx = pa X, dz, zawierającą - 
imi 
i=n 
w sobie zmiennę z, i jeżeli toż równanie różniczkowe zamieni się na d= Y: dzi, gdy w nićm 
i=l 
za © wprowadzimy y za pomocą związku y = y (£, £, ..., £n), natenczas całka y = 0 będzie lub 
téż nie będzie rozwiązaniem osobliwóm, według tego, czy przy wartości y = 0 wraz z funkcyami Y 
przynajmnićj jedna z całek 
"dy , 


CEZ WZA 


Yi 
wziętych cząstkowo względem y, przywiedzie się do zera lub tóż nie ». 
Jakoż, dajmy ka; 
(13) KA 26 Mr eae; 


jest całką równania danego (3), zawierająca w sobie przynajmnićj zmiennę æ a nie zawierającą ża- 
dnćj stałój dowolnćj, któraby nie była zawartą w równaniu różniczkowóm; i dajmy, że równanie (3) 
zamienia się na 


j=n 
dy = w Y; dzy, 
U p | 


(14) 


gdy zeń wyrugujemy zmiennę æ za pomocą związku y=y (2,2, ...,£,); natenczas y=0 będzie 
także całką równania (44), a przeto wszystkie spółczynniki Y; przywiodą się do zera, gdy w nich 
podstawimy y=0. 


Załóżmy nadto, że 
(15) Fly, Dy Lii sie Ta) SEC, 
jest równania (14) całką ogólną, względem stałćj dowolnćj C rozwiązana. 


Jeżeliby ta całka ogólna była wiadomą, nie trudno byłoby rozpoznać, czy całka y = 0 jest roz- 
wiązaniem osobliwóm, lub téż tylko całką szczególną; wystarczyłoby bowiem podstawić w (135) y=0 
ART. Iv. 2 
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i zbadać, czy wtedy na G otrzymana wartość jest stałą lub téż funkcyą niektórych przynajmnićj z po- 
między ilości zmiennych £; z, ...,*„i w pierwszym przypadku byłoby y = 0 całką szczególną, 
a w razie drugim mielibyśmy rozwiązanie osobliwe. 

Jeżeli całka ogólna równania (14) nie jest wiadomą, wtedy wyobrażając ją sobie przywiedzioną do 
postaci (15), mieć będziemy : 


Tzn = 

q [i 
d = — - da: 
F== Erue 


a porównywając to równanie z równaniem (14), otrzymamy : 


SE(Y Z Bzy 1 - «+ dy) 


yia MECIŃ 
E i Bada 23 Ba) 
dy 
w skutek czego będzie : 
VDE (Y, Lis +: -3 2n) SERY 
dy Ro WDC M 
E gaT K PE Ej 


ETR AT 
albo téż, według znanego wzoru 


f f(0):4 (£) dz = -flasa f q (2) dz, 0<1<+l, 


a 


dy _ 1 DEY Danta 
1 YW Foys, —J dy dy, 
o Darma A S akc U 


dTi 
czyli, gdy całkowanie cząstkowe wykonamy : 
Hay Flo, Ta o es 2a) Fly, 8, oes Ln) = 


(16) e d F (Y, Zis -o La) f 
PAY O] 


n. 


Jeżeli teraz założymy w ostatnim wzorze y = 0, wtedy licznik ułomka po stronie prawćj przywie- 
dzie się do zera, a mianownik przywiedzie się do zera przy każdćj wartości skaźnika č, wziętćj z sze- 
regu liczb 1, 2, ..., n, tylko wtedy, gdy y= 0 jest całką szczególną; albowiem F(0, z,..., £n) jest 
wtedy ilością stała. Jeżeli zaś y=0 jest rozwiązaniem osobliwóm, natenczas F (0, 24, ... £n) będzie 
zawierać przynajmnićj jedńę zmiennę £, ..., z,, mianownik więc ułomka po stronie prawćj będzie 
różny od zera przynajmnićj przy jednćj wartości na skaźnik 4. Widzimy więc, że dlay==0 przywiedzie 
się do zera przynajmnićj jedna z całek (16) lub nie przywiedzie się do zera żadna z tych całek, według 
tego, czy y = 0 jest rozwiązaniem osobliwóm, lub tóż całką szczególną. 


Jeżeliby całka y=0. nie zawierała w sobie zmiennćj æ, natenczas wyrugować należy za pomocą 
zwiazku y =y (£, £, ...,.c,) inną zmiennę z danego równania, która w tćój całce jest zawartą, a po- 
tém postąpić podług prawidła dopićro wyłożonego. 
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Twierdzenie, dowiedzione w tym artykule podał najprzód Cauchy (Moigno, Leçons du calcul diffé- 
rentiel et intégral, vol. IL, str. 443) dla równań rzędu 4° między dwiema zmiennemi, dowodzenie zaś 
nasze jest uogólnieniem tego dowodzenia, jakie podał dla twierdzenia Cauchy'ego Boole (Treatise on 
differential equations. Supplementary volume, str. 28). 


7. Z tego znamienia, odróżniającego rozwiązanie osobliwe od całki szczególnćj nie trudno wy- 
wnioskować sposób na wyprowadzenie rozwiązania osobliwego z samego równania różniczkowego. 


Jakoż dajmy, że y=0 jest rozwiązaniem osobliwóm równania (3) zawierającóm w sobie zmiennę z 
czyli, co na jedno wychodzi, rozwiązaniem osobliwóm równania (14), iże dla y=0 jest 


LA 
Lo, 
Y; 
Według znanego wzoru : M 
„b . 
J f(zjde=(b=a) f[a+0(6—0)], 0<0<-+l, s 
można równanie ostatnie tak pisać, 
y- ai 
(Yoy i 


a że dla y= 0 licznik i mianownik strony pierwszćj przywodzą się do zera, a przeto ułamek przy- 


biera postać niewyznaczoną 5 postępując więc podług znanego prawidła, mieć będziemy : 


Aiit; dla y = 0% 
dy (Tr) 
czyli, 
d y 
TE (Yjy =", dla y =0, 
albo, 
dY ; 
(17) y=". (ŻE, a. 


A zatóm : «jeżeli y = 0 jest rozwiązaniem osobliwćm równania (14), wtedy równanie y=0 uczyni 
zadość przynajmnićj jednemu z pomiędzy n równań (17)». 


Twierdzenie niniejsze, o ile odnosi się ono do równań różniczkowych rzędu 1” z dwiema zmien- 
nemi, udowodnił najprzód Euler (/nstitutiones całeuli integralis. Vol. I, problema 72). 


Jeżeli teraz z równania (14) wyrugujemy y za pomocą związku y = y (£, £y, ... Zn), wrócimy napo- 
wrót do równania (3), t. j 
i=n 


(3)! dz = DA Xi dai, 


i= 
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gdzie 


(18) X= zj 


dy 
dX; Y; d pfi 3 E 

w wy “aly aly E 
dz NZ 


i A z 3 dW. 
Ponieważ — z założenia — y zawiera w sobie zmiennę 2, a przeto nie może być zerem, według 
Ah 


À y ; ; dY - - "DR 
więc ostatniego wzoru (19), równanie warunkowe SZ = w, pociąga za sobą równanie ie = æ. Mo- 
żemy więc wypowiedzieć twierdzenie następujące : 


« Rozwiązanie osobliwe równania różniczkowego, 
t=n 
KT <> 
(3) dz = > Xi dti, 
> tz 


zawierające w sobie zmiennę z, uczyni zadość przynajmnićj jednemu z pomiędzy n równań warun- 
kowych : 


(20) — = 0, (=l, 2... np 


Jeżeli żaden związek pomiędzy zmiennemi, czyniący zadość równaniom warunkowym (20), nie jest 
całką równania (3), natenczas równanie albo nie posiada żadnego rozwiązania osobliwego, albo jego 
rozwiązania osobliwe nie zawierają w sobie zmiennćj z. W tym ostatnim przypadku należy równanie 
(3) rozwiązać względem różniczki jakićjkolwiek innćj zmiennćj i postąpić zgodnie z powyższóm twier- 
dzeniem. 


Ogólnie, jeżeli równanie dane jest pod postacią : 
(21) Xdz + X, dz, + X, da, + ... + Xn drn =0, 


natenczas według twierdzenia ostatniego, rozwiązanie osobliwe uczyni niewątpliwie zadość przynaj- 
mnićj jednemu z pomiędzy równań, 


d (X; 
(29) z, (x) =". 


gdzie k=0,1,2,...n —1, h<i<n. 


Twierdzenia niniejsze znane były już Laplace'owi i wyprowadził on je za pomocą rozwijania na 
szeregi, jak to można czytać w pracy p. Louis Houtain «Des solutions singulières des équations diffé- 
rentieles». Nasze uzasadnienie nie opierające się na uważaniu szeregów, zdaje się być ściślejszćm. 
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Weźmy pod uwagę np. równanie : 


(a) dz=2e dr „UONBZIETY dy. 


Celem wynalezienia całki tego równania postąpmy sposobem Nataniego. Oznaczając przez z* war- 
tość dowolną, którą przyjmie z dla z = 0, mieć będziemy dwa równania między dwiema zmiennemi. 


h y A 


(5) de= UEY gy. 


Całka główną pierwszego równania jest, 
(c) ZSZ: 
drugie zaś równanie wychodzi na następujące : 


0 
oF +y =V; 


podnosząc je do kwadratu, otrzymamy po opuszczeniu spółczynnika liczebnego 4 : 


dz”) * © AA 
a gdy to równanie zróżniczkujemy co doy, mieć Rei. : 
277 A „|= =0; 
jest więc : albo 
dèzo d? 
dy =0, zkąd 38 e, 
w skutek czego (d) daje, 
(e) #= ey + e; 5 
albo tóż, 
iż d 
— +y=0, zkąd z= =£, 
w skutek czego (d) zamienia się na : 
[=A= y? A 
f) e 4 


Rugując z’ raz między (c) i (e), drugi raz między (c) i (/) otrzymamy dwie całki równania danego (a), 
mianowicie : 


(9) z=2* +cy +e, 
EE 
(A) z=a*— i 


pierwsza jest całką ogólną, druga zaś jest rozwiązaniem osobliwóm. 
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Nie trudno poznać, że rozwiązanie osobliwe czyni zadość jednemu z równań warunkowych wska- 
zanych ostatnićm twierdzeniem. Jakoż, 


. 3) _y-gis—k"+y) 1 PNA 
dz 2 ) Viir ; 


gdy 45 —4a? -Hy ==0; t. j. gdy: 


Lwów, 27 czerwca 1874 roku. 


mam m w mar 
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